63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z9

Z9-11-1
Jana méla za domaci kol vypocitat soucin dvou Sestimistnych ¢isel. Pri pfepisovani
z tabule vynechala u jednoho ¢isla jednu c¢islici, a tak misto Sestimistného ¢isla napsala
pouze 85522. Kdyz byla doma, zjistila sviij omyl. Pamatovala si vsak, Ze ¢islo, které spatné
opsala, bylo délitelné tFfemi. Rozhodla se, Zze se pokusi urcit, jaké mohlo byt ptivodni ¢islo.
Urcete, kolik takovych Sestimistnych cisel existuje. (M. Dillingerovd)

Mozné feSeni. Celé ¢islo je délitelné tfemi pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet déli-
telny tremi. Soucet cislic opsaného cisla je

S+5+5+2+2=22

coz neni ¢islo délitelné tfemi. Vynechana cislice tedy nebyla 0 a ciferny soucet ptivodniho
¢isla musi byt vétsi. Nejblizsi vétsi cisla délitelna tfemi jsou 24, 27, 30, 33 atd. Kdyby byl
ciferny soucet 24, 27, resp. 30, byla by vynechanou déislici 2, 5, resp. 8. (Ciferny soucet 33
a vic nelze dostat doplnénim jediné ¢islice.) Nyni je tfeba urcit, na kterd mista lze tyto
¢islice doplnit tak, aby vzniklo pokazdé jiné cislo. To nejjednoduseji zjistime vypsanim
vSech moznosti:

e 285522, 825522, 852522, 855222,

e 585522, 855522, 855252, 855225,

e 885522, 858522, 855822, 855282, 855228.

Celkem tedy existuje 13 moznosti.

Hodnoceni. 2 body za zjisténi vynechané ¢islice a zduvodnéni; 3 body za vypsani vSech
moznych ¢isel; 1 bod za pocet moznosti.

Z9-11-2
Renata si sestrojila lichobéznik PRST se zékladnami PR a ST, ve kterém soucasné
plati:
lichobéznik PRST neni pravouhly;
trojuhelnik TRP je rovnostranny;
trojuhelnik T'RS je pravouhly;
jeden z trojuhelniktt TRS, TRP m4 obsah 10 cm?.

Urcete obsah druhého z téchto dvou trojuhelnikti. Najdéte vSechny moznosti.
(M. Petrova)

Mozné resSeni. Ze druhé podminky vime, Ze trojuhelnik TRP je rovnostranny, proto
véechny jeho vnitini tihly maji velikost 60°. Uhly TRP a STR jsou stiidavé, proto je také
velikost tthlu ST R rovna 60°.

Ze tteti podminky vime, zZe trojuhelnik T'RS je pravouhly. Z ptredchoziho odstavce
vime, ze pravy uhel nemtze byt pii vrcholu 7', zdroven z prvni podminky plyne, Ze pravy
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thel nemtze byt ani pfi vrcholu S. Takze pravy thel je pii vrcholu R. Déle ozna¢ime K
stfed prepony ST trojuhelniku T'RS. Protoze je tento trojihelnik pravouhly, lezi vrchol R
na kruznici se stfedem K a polomérem |K S| = |KT)|. Plati tedy

|KS| = |KT|=|KR)|.

Trojuhelnik TRK je tedy rovnoramenny se zdkladnou RT'. Navic z predchoziho vime, ze
thel RTK ma velikost 60°, proto i druhy thel pti zdkladné méa velikost 60°. Trojuhelnik
TRK je tedy rovnostranny a navic shodny s rovnostrannym trojihelnikem T RP.

T K S

Trojuhelniky TRP a T’ RK maji stejny obsah, protoze jsou shodné. Trojuhelniky TRK
a SRK maji stejny obsah, protoze strany KT a K S jsou stejné dlouhé a vyska na tyto
strany je spole¢né. To znamend, ze trojuhelnik T'RS mé dvakrat vétsi obsah nez trojuhel-
nik TRP,
STrs = 25TRP- (1)
Ze ¢tvrté podminky vime, Ze obsah jednoho z téchto dvou trojtihelnikd je 10 cm?:
o Je-li Strg = 10 cm?, potom Srrp = 5cm?.
o Je-li Syrp = 10cm?, potom Strs = 20 cm?.
Jiné reseni. Stejnym zptsobem jako v predchozim feSeni uréime vnitini thly trojuhel-
niku T'RS. Bod T zobrazime v osové soumérnosti podle osy RS, symetricky bod oznac¢ime I.
Vsechny vnitini thly trojihelniku 7'7S maji velikost 60°, trojihelnik je tedy rovnostranny.
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Strana T'I je dvojnasobkem strany T'R, trojuhelniky TRP a TIS jsou tedy podobné
s pomérem podobnosti 1 : 2. Proto jsou jejich obsahy v poméru 1 : 4,

Strs = 4STRP.

Trojthelnik T'RS tvofi polovinu trojuhelniku 775, jeho obsah je tedy dvakrat vétsi nez
obsah trojuhelniku TRP. Tak dochazime ke vztahu (1) a tlohu uzavieme stejné jako
v predchozim feSeni.

Hodnoceni. Po 1 bodu za urceni velikosti vnitfnich ahla RTS a T'RS; 3 body za zdu-
vodnéni rovnosti (1); 1 bod za vysledné obsahy 5cm? a 20 cm?.

Z9-11-3

Lenka méla papirovou kvétinu s osmi okvétnimi listky. Na kazdém listku byla napsana
pravé jedna cislice a zadné z ¢islic se na zddném jiném listku neopakovala. Kdyz si Lenka
s kvétinou hrala, uvédomila si nékolik véci:

e 7 kvétiny bylo mozné odtrhnout ¢tyti listky tak, zZe soucet na nich napsanych cisel by
byl stejny jako soucet ¢isel na neodtrhnutych listcich.

e Taky bylo mozné odtrhnout ¢tyfti listky tak, Ze soucet na nich napsanych cisel by byl
dvakrat vétsi nez soucet ¢isel na neodtrhnutych listcich.

e Dokonce bylo mozné odtrhnout ¢tyii listky tak, Ze soucet na nich napsanych cisel by
byl ¢tytikrat vétsi nez soucet cisel na neodtrhnutych listcich.

Urcete, jaké ¢islice mohly byt napsany na okvétnich listcich. (E. Novotnd)

Mozné teseni. Z prvni podminky vime, Ze listky lze rozdélit do dvou skupin tak, Ze
soucet jedné skupiny cisel je stejny jako soucet druhé. Z toho vyplyva, ze soucet vsech
¢isel napsanych na listcich musi byt délitelny dvéma. Podobnou avahou z druhé podminky
vyvozujeme, ze soucet vSech napsanych ¢isel je délitelny tfemi; z posledni podminky plyne,
ze tento soucet musi byt délitelny také péti. Soucet vSech napsanych cisel je proto déli-
telny 30.

Soucet vSech pouzitelnych ¢islic je 04+1+...4+8+9 = 45, a proto je vysSe diskutovany
soucet roven pravé 30. Na listcich tedy nemohly byt pouzity takové dveé cislice, jejichz
soucet byl roven 15. To mohly byt bud ¢islice 7 a 8, nebo 6 a 9. V obou pfipadech musime
ovérit, zda je mozné otrhat listky s ostatnimi ¢islicemi tak, aby platily podminky ze zadani.

e Ovérme moznost, kdy na kvétiné nebyly ¢islice 7 a 8:
Po trhani dle prvni podminky mohly ziistat napi. ¢islice 0 +1+ 5+ 9 = 15,
po trhani dle druhé podminky mohly ztstat napt. ¢islice 0 + 1+ 3 + 6 = 10,
po trhani dle tfeti podminky mohly zistat ¢islice 0+ 1+ 2+ 3 = 6.

e Ovéfme moznost, kdy na kvétiné nebyly cislice 6 a 9:
Po trhani dle prvni podminky mohly ziistat napi. ¢islice 0 +2 + 5+ 8 = 15,
po trhani dle druhé podminky mohly ztstat napt. ¢islice 0+ 1+ 2 + 7 = 10,
po trhani dle tfeti podminky mohly ztstat ¢islice 0+ 1+ 2 + 3 = 6.

Na okvétnich listcich tedy mohly byt bud vSechny d¢islice kromé 7 a 8, nebo vSechny
kromeé 6 a 9.



Hodnoceni. 2 body za odvozeni toho, ze celkovy soucet napsanych cisel je délitelny 30;
2 body za urceni obou dvojic ¢islic, které mohly byt vynechany; 2 bod za kontrolu, zda je
mozné otrhat listky podle zadéani.

Za teSeni obsahujici pouze jednu moznost bez principu délitelnosti 30 udélte nejvyse
3 body.

Z9-11-4

V hostinci U Temného hvozdu obsluhuji obii dvojc¢ata Pravdoslav a K¥ivomil. Pravdo-
slav je poctivy a uctuje vzdy presné, Kfivomil je necestny a ke kazdému kolacku a kazdému
dzbanku medoviny vzdy pripocte dva krejcary. Jednou tento hostinec navstivilo sedm tr-
paslikii, kteri si sedli ke dvéma stoltim. Trpaslici zaplatili za ¢tyii kolace u jednoho obra
stejné jako za tfi dzbanky medoviny u druhého. Jindy trpaslici platili za c¢tyti dzbanky
medoviny u Ktivomila o 14 krejcarti vice nez za tti kolace u Pravdoslava.

Urcete, kolik stoji u Pravdoslava jeden kolac¢ a kolik jeden dzbanek medoviny. Vsechny

ceny jsou v celych krejcarech a mezi obéma navstévami se tyto ceny nijak nemeénily.
(M. Petrova, M. Dillingerovd)

Mozné reseni. Skute¢nou cenu (cenu u Pravdoslava) jednoho dzbanku medoviny ozna-
¢ime m a skutecnou cenu jednoho kolace oznacime k. Pti prvni navstévé mohli trpaslici
platit kolace u Pravdoslava a medovinu u Kfivomila, nebo naopak. Tomu odpovidaji dvé
ruzné vyjadieni:

4k = 3(m + 2), (1a)

nebo
4(k 4+ 2) = 3m. (1b)

Podle informace o druhé navstévé vime, ze plati
4(m+2) = 3k + 14. (2)

ReSenim soustavy rovnic (1a) a (2) je dvojice

FeSenim soustavy rovnic (1b) a (2) je dvojice
k=-2, m=0.

Vzhledem k tomu, ze cena jakéhokoli zbozi je vzdy kladnd, vyhovuje pouze prvni
moznost: jak kolac, tak dzbanek medoviny stoji u Pravdoslava 6 krejcari.

Hodnoceni. Po 1 bodu za zformulovani kazdé z podminek (1a), (1b) a (2); po 1 bodu za
doreseni kazdé ze soustav rovnic; 1 bod za vysledek.



